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Введение
Научное направление, связанное с построением точных решений классической
системы Навье–Стокса в динамике вязкой несжимаемой жидкости, привлекало
внимание многих ученых [1–4]. Особый интерес представляют решения, удовле-
творяюшие обобщенному условию Громеки–Бельтрами и не являющиеся винто-
выми [5–7]. В 1993 г. автором была предложена квазигидродинамическая (КГД)
система уравнений, описывающая движения слабосжимаемой вязкой жидкости [8].
Она стала объектом многочисленных исследований, часть из которых изложена в
монографиях [9,10]. Выявлены глубокие связи КГД системы с моделями Эйлера и
Навье–Стокса. Данная статья является продолжением работ [11,12]. Основное вни-
мание в ней уделено построению точных решений квазигидродинамической систе-
мы, подчиняющихся обобщенному условию Громеки–Бельтрами и не являющихся
однородно-винтовыми. Эти решения удовлетворяют также системе Навье–Стокса
и были построены ранее для нее другим способом [4–6]. В нестационарном случае
они обобщают известное решение Джеффри Инграма Тейлора.
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1. Квазигидродинамическая система для слабосжимаемой вязкой жид-
кости. Системы Навье–Стокса и Эйлера
Квазигидродинамическая система для слабосжимаемой вязкой жидкости мо-
жет быть записана следующим образом:
div ?⃗? = div ?⃗?, (1.1)
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
+ div (?⃗?⊗ ?⃗?) + 1
𝜌
∇𝑝 = 2𝜈 div ̂︀𝜎 + div [︀(?⃗? ⊗ ?⃗?) + (?⃗?⊗ ?⃗?)]︀. (1.2)
Здесь ̂︀𝜎 – тензор скоростей деформаций, определяемый по формуле
̂︀𝜎 = ̂︀𝜎(?⃗?) = 1
2
[︀
(∇⊗ ?⃗?) + (∇⊗ ?⃗?)𝑇 ]︀.
Вектор ?⃗? вычисляется с помощью выражения
?⃗? = 𝜏
(︁









интерпретируется как характерное время релаксации. Символом 𝑐𝑠 обозначена
скорость звука в жидкости. Влияние внешних массовых сил не учитывается. В
записи системы (1.1) – (1.2), замкнутой относительно неизвестных функций – ско-
рости ?⃗? = ?⃗?(?⃗?, 𝑡) и давления 𝑝 = 𝑝(?⃗?, 𝑡), использованы стандартные обозначения
из тензорного анализа. Вектор ?⃗? = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥, 𝑦, 𝑧) задает точку в простран-
стве R3?⃗?, 𝑡 – время. Символами div и ∇ обозначены операторы дивергенции и
градиента. Система содержит положительные константы – плотность 𝜌 и коэф-
фициент кинематической вязкости 𝜈. Коэффициенты динамической вязкости 𝜂 и
кинематической вязкости 𝜈 связаны соотношением 𝜈 = 𝜂/𝜌. Классическая система
Навье–Стокса в динамике вязкой несжимаемой жидкости имеет вид
div ?⃗? = 0, (1.3)
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
+ div (?⃗?⊗ ?⃗?) + 1
𝜌
∇𝑝 = 𝜈∆?⃗?. (1.4)
Она может быть получена из (1.1) – (1.2) формальным предельным переходом при
𝜏 → +0. Если же в (1.3) – (1.4) перейти к пределу при 𝜈 → +0, то получим систему
Эйлера
div ?⃗? = 0, (1.5)
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
+ div (?⃗?⊗ ?⃗?) + 1
𝜌
∇𝑝 = 0. (1.6)
Выявлению глубоких связей между системами Эйлера, Навье–Стокса и КГД по-
священы монографии [9,10].
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2. Общие решения системы Навье–Стокса и квазигидродинамической
системы для нестационарных течений. Обобщенное условие Громеки–
Бельтрами
Пусть (?⃗?, 𝑡) ∈ Ω = {(?⃗?, 𝑡) : ?⃗? ∈ R3?⃗?, 𝑡 > 0} ⊂ R3?⃗? × R𝑡. Добавим к системам




= ?⃗?0, ?⃗? ∈ R3?⃗?. (2.1)
Функция ?⃗?0 = ?⃗?0(?⃗?) является бесконечно дифференцируемой. Для нее выполнено
условие
div ?⃗?0 = 0. (2.2)
Давление 𝑝 = 𝑝(?⃗?, 𝑡) во всех трех системах определено с точностью до произволь-
ной функции времени. Предположим, что ?⃗? = ?⃗?(?⃗?, 𝑡) – бесконечно дифференциру-
емая на Ω вектор-функция. Ротор поля ?⃗? = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧) вычисляется по формуле
?⃗? = rot ?⃗? =
⃒⃒⃒⃒




Здесь ?⃗?, ?⃗?, ?⃗? – единичные орты правой прямоугольной системы координат 𝑜𝑥𝑦𝑧.
Величины 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧 есть проекции вектора скорости на соответствующие оси.
Символы · и × используются для обозначения операций скалярного и векторного
произведения. В [12] доказана
Теорема 1. Пусть бесконечно дифференцируемая на Ω вектор-функция
?⃗? = ?⃗?(?⃗?, 𝑡) удовлетворяет трем условиям




rot [?⃗?× ?⃗?] = 0. (2.6)









является решением как системы Навье–Стокса (1.3) – (1.4), так и квазигидро-
динамической системы (1.1) – (1.2). Здесь 𝐶(𝑡) – любая непрерывная при 𝑡 > 0






[?⃗?× ?⃗?] · ?⃗?)︀ 𝑑𝑠 = ?⃗?∫︁
?⃗?0
(︀
[?⃗?× ?⃗?] · ?⃗?)︀ 𝑑𝑠, (2.8)
где 𝛾 – произвольно выбранная кусочно-гладкая кривая в пространстве R3?⃗?, сое-
диняющая точки ?⃗?0 и ?⃗?, ?⃗? – единичный касательный вектор к 𝛾, 𝑑𝑠 – элемент
ее длины.
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Равенство (2.6) называется обобщенным условием Громеки–Бельтрами. Оно
может быть представлено в эквивалентной форме
(?⃗? · ∇)?⃗? = (?⃗? · ∇)?⃗?. (2.9)
Течение называется однородно-винтовым, если существует такая постоянная
𝜆 ̸= 0, что
?⃗? = 𝜆?⃗?, (?⃗?, 𝑡) ∈ Ω.
Для этих течений условия (2.6) и (2.9) выполняются. Примеры общих однородно-
винтовых решений систем Навье–Стокса и КГД приведены в [12].
3. Примеры точных решений нестационарной квазигидродинамической
системы, удовлетворяющих обобщенному условию Громеки–Бельтрами
Используя сформулированную в предыдущем пункте теорему, построим общие
для систем КГД и Навье–Стокса решения, не относящиеся к классу однородно-
винтовых.







































𝑢𝑧 = 0. (3.3)
Здесь 𝐴 – положительная постоянная, имеющая размерность см2/c. Символами 𝐿
и 𝐻 обозначены положительные константы, имеющие размерность см. Непосред-
















































































































































































Поскольку правая часть (3.8) отлична от нуля, течение не является однородно-
винтовым. Прямой проверкой можно убедиться в том, что обобщенное условие
Громеки–Бельтрами (2.6) выполняется. Определим теперь потенциал 𝛹 = 𝛹(?⃗?, 𝑡).









и ?⃗? = (𝑥, 𝑦, 𝑧).























































































































































Подстановка (3.1) – (3.3) и (3.9) в (2.7) позволяет найти распределение давления:

























Набор функций (3.1) – (3.3), (3.10) задает точное решение как квазигидродинами-
ческой системы (1.1) – (1.2), так и системы Навье–Стокса (1.3) – (1.4). Это реше-
ние не удовлетворяет уравнениям Эйлера (1.5) – (1.6). В частном случае 𝐿 = 𝐻,
𝑈 = 𝐴/𝐻 = 𝐴/𝐿 оно совпадает с решением, построенном в [12] на с. 20–22.
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𝑢𝑧 = 0. (3.13)
Свойства постоянных 𝐴, 𝐿 и 𝐻 описаны в предыдущем примере. Подстановка
(3.11) – (3.13) в (3.4) – (3.7) дает истинные равенства. Это означает, что условия
(2.4) и (2.5) выполнены. Вычисляем
?⃗? = rot ?⃗? =
=
⃒⃒⃒⃒

























































































































отлично от нуля. Поэтому течение не является однородно-винтовым. Непосред-
ственной проверкой убеждаемся в том, что обобщенное условие Громеки–Бельтра-
ми (2.6) также выполняется. Чтобы определить потенциал 𝛹 = 𝛹(?⃗?, 𝑡), фиксируем
в пространстве R3?⃗? две точки















































































































































Подставив (3.11) – (3.13) и (3.14) в (2.7), находим распределение давления:
























Здесь ̃︀𝐶(𝑡) – произвольная функция времени, определенная для 𝑡 > 0. Общее
решение (3.11) – (3.13), (3.15) систем Навье–Стокса и КГД не удовлетворяет урав-
нениям Эйлера. Если ̃︀𝐶(𝑡) = 0, то давление 𝑝 = 𝑝(?⃗?, 𝑡) при фиксированном ?⃗? ∈ R3?⃗?
экспоненциально возрастает с течением времени. Решение квазигидродинамичес-
кой системы с указанным свойством построено впервые.






































𝑢𝑧 = 0. (3.18)
Константы 𝐴, 𝐿, 𝐻 такие же, как и в предыдущих примерах. Для функций (3.16)
– (3.18) равенства (3.4) – (3.7) выполняются. Вычисления дают:
?⃗? = rot ?⃗? =
=
⃒⃒⃒⃒





















































































































rot [?⃗?× ?⃗?] = 0.
Фиксируем в пространстве R3?⃗? точки
?⃗?0 = (0, 0, 0) и ?⃗? = (𝑥, 𝑦, 𝑧).
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Формула (2.7) позволяет найти распределение давления:

























При 𝐿 ̸= 𝐻 набор функций (3.16) – (3.19) удовлетворяет нестационарным системам
Навье–Стокса и КГД, но не удовлетворяет уравнениям Эйлера. Случай 𝐿 = 𝐻
будет рассмотрен в следующем пункте.
4. Примеры точных решений стационарной квазигидродинамической
системы, удовлетворяющих обобщенному условию Громеки–Бельтрами
Выпишем квазигидродинамическую систему (1.1) – (1.2) для установившихся
течений:
div ?⃗? = div ?⃗?, (4.1)
div (?⃗?⊗ ?⃗?) + 1
𝜌
∇𝑝 = 2𝜈 div ̂︀𝜎 + div [︀(?⃗? ⊗ ?⃗?) + (?⃗?⊗ ?⃗?)]︀. (4.2)
Соответствующие системы Навье–Стокса и Эйлера могут быть записаны следую-
щим образом:
div ?⃗? = 0, (4.3)
div (?⃗?⊗ ?⃗?) + 1
𝜌
∇𝑝 = 𝜈∆?⃗?; (4.4)
div ?⃗? = 0, (4.5)
div (?⃗?⊗ ?⃗?) + 1
𝜌
∇𝑝 = 0. (4.6)
Приведем примеры точных решений стационарной КГД системы (4.1) – (4.2), удо-
влетворяющих обобщенному условию Громеки–Бельтрами.
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𝑢𝑧 = 0, (4.9)













Здесь 𝑝0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, свойства постоянных 𝐴 и 𝐿 описаны выше. Зависимости (4.7) –










– трехмерный оператор Лапласа. Функции 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧 являются гармоническими
во всем пространстве R3?⃗?, поскольку
∆𝑢𝑥 = 0, ∆𝑢𝑦 = 0, ∆𝑢𝑧 = 0.
Прямой проверкой можно убедиться в том, что набор функций (4.7) – (4.10) есть
общее точное решение систем Эйлера (4.5) – (4.6), Навье–Стокса (4.3) – (4.4) и
квазигидродинамической системы (4.1) – (4.2). Оно является безвихревым и по-
тенциальным. Другие примеры подобных решений приведены в [10]. Будем искать
решение КГД системы (4.1) – (4.3) в виде







𝑢𝑧 = 0. (4.13)
Здесь 𝑎, 𝑏, 𝑐 – заданные вещественные постоянные. Функция 𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑦) является

















∆𝑢𝑥 = 0, ∆𝑢𝑦 = 0, ∆𝑢𝑧 = 0.
Вычислим
?⃗? = rot ?⃗? =
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ?⃗? ?⃗? ?⃗?𝜕𝜕𝑥 𝜕𝜕𝑦 𝜕𝜕𝑧




Если 𝑏 ̸= 0, то ?⃗? ̸= 0. Найдем векторное произведение
[?⃗?× ?⃗?] =
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ?⃗? ?⃗? ?⃗?𝑎 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝜕𝜙𝜕𝑦 −𝑐𝜕𝜙𝜕𝑥 0
0 0 −𝑏
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝑏𝑐𝜕𝜙𝜕𝑥 ?⃗? + (︁𝑎𝑏 + 𝑏2𝑦 + 𝑏𝑐𝜕𝜙𝜕𝑦 )︁ ?⃗?. (4.14)
Поскольку
rot [?⃗?× ?⃗?] =
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ?⃗? ?⃗? ?⃗?𝜕𝜕𝑥 𝜕𝜕𝑦 𝜕𝜕𝑧
𝑏𝑐𝜕𝜙𝜕𝑥
(︁





обобщенное условие Громеки–Бельтрами выполняется. Пусть точки (1, 1) и (𝑥, 𝑦)
принадлежат 𝑉 . Соединим их кусочно-гладкой кривой 𝛾, целиком лежащей в 𝑉 .








































𝜙(𝑥, 𝑦)− 𝜙(1, 1))︀. (4.15)







позволяет найти распределение давления:
𝑝 = 𝜌
[︁























Набор функций (4.11) – (4.13), (4.16) образует общее точное решение стационарных
систем Эйлера, Навье–Стокса и КГД.
Пример 5. На полуплоскости 𝑉 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 > 0, 𝑦 ∈ R} определим гармоничес-
кую функцию





Для 𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑦) зависимости (4.11) – (4.13) принимают вид









𝑢𝑧 = 0. (4.20)
Распределение давления 𝑝 можно получить, если подставить (4.17) в (4.16). Дан-
ному решению стационарной квазигидродинамической системы отвечает функция
тока












, 𝑢𝑦 = −𝜕𝜓
𝜕𝑥
.
Функцию тока (4.21), порождающую решения стационарных систем Эйлера и
Навье–Стокса, впервые получил Чень (H.S. Tsien) в 1943 г. (см. [7], с. 165).
Заключение
Точные решения квазигидродинамической системы можно разделить на три
непересекающихся класса. Решения первого класса удовлетворяют соответству-
ющим системам Навье–Стокса и Эйлера. Решения второго класса являются точ-
ными для системы Навье–Стокса, но не удовлетворяют уравнениям Эйлера. На-
иболее труден для построения третий класс решений системы КГД, подстановка
которых в системы Навье–Стокса и Эйлера не приводит к истинным равенствам.
Еще одна проблема – интерпретация найденных решений. Как написано в ста-
тье [5] на с. S278, «Точное решение представляет интерес, если оно имеет физи-
ческий смысл». Однако поставить эксперимент, в котором реализуются движения
жидкости с экспоненциально растущим во времени давлением или с неограничен-
ными в пространстве компонентами скорости, непросто. Это может стать предме-
том дальнейших исследований. Несмотря на сделанное замечание, автор работы [5]
приводит подобное точное решение системы Навье–Стокса на с. S274.
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The quasi–hydrodynamic system was proposed by the author in 1993. It
has deep connections with classical Navier–Stokes equations. In this pa-
per exact solutions of quasi–hydrodynamic system, obeying the generalized
Gromeka–Beltrami condition system, are constructed. These solutions also
satisfy the Navier–Stokes system and have been found previously for it in a
different way. In the non-stationary case they generalize well-known Jeffrey
Ingram Taylor’s solution.
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